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Fonction generatrice de la base de Gel’fand de la 
representation des groupes unitaires 

M Hage HasSan+ 
Institut de Physique Nucleaire (et IN2P3), Universite Claude Bernard Lyon I, 43, Bd du 
11 Novembre 1918,69622 Villeurbanne Cedex, France. 

Requ le 23 juillet 1982 

Resume. Nous construisons la fonction generatrice de la base de Gel’fand des groupes 
unitaires ainsi que celle des tliments de la matrice de la representation. A partir de ces 
fonctions, nous obtenons par des calculs simples, les vecteurs de la base et les elements 
de la matrice de la representation de la base de Gel’fand. Les fonctions generatrices sont 
obtenues par deux mtthodes differentes: la premikre, tire profit d’une propritte des 
fonctions generatrices que nous mettons en evidence dans ce travail, et la seconde utilise 
des calculs de recurrence sur la chaine GL(1, c )  c GL(2, c )  c. . . c GL(N, c).  

Abstract. We construct the generating function of the Gel’fand basis for unitary groups 
as well as representation matrix elements. From these functions, we obtain via simple 
calculations both the basis vectors and the representation matrix elements in the Gel’fand 
basis. The generating functions are obtained by two different methods: the first takes 
advantage of a property of the generating function shown in this paper and the second 
one uses recurrence relations for the chain GL(1, c )  c GL(2, c )  c. . . c GL(N, c). 

1. Introduction 

L’Ctude des groupes unitaires est d’une importance considbrable en physique. La 
connaissance explicite des Ctats de Gel’fand ou des ClCments de la matrice de la 
reprisentation de U(n ) est fondamentale en physique atomique, en physique nuclCaire 
et en physique des particules ClCmentaires. 

Plusieurs procCdCs ont CtC expo& pour la dktermination des Ctats de Gel’fand: 
l’approche infinitksimale (Nagel et Moshinsky 1965), la mCthode inductive des 
opCrateurs tensoriels irrkductibles (Louck et Biedenharn 1973) ou bien encore certains 
calculs de rCcurrence sur la chaine GL(1, c )  c GL(2, c )  c . . . c GL(n, c )  (Flores et 
Niederle 1970, Henrich 1975). Mais toutes ces approches prCsentent la m&me 
difficultC, les calculs devenant inextricables pour n 3 4. 

Cette difficult6 nous a conduit A procCder autrement. L’Ctude des fonctions 
gCnCratrices des polynhmes orthogonaux (Vilenkin 1969), des groupes de rotation 
(Schwinger 1965) et de la base de l’oscillateur harmonique (Hage Hassan 1980), 
montre que toutes ces fonctions ont une propriCtC commune: dans la construction de 
la fonction gCnCratrice, B chaque Ctat est associC un produit de parambtres dont les 
puissance sont Cgales aux puissances des opCrateurs d’Cchelle appliqub aux Ctats 
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extr2mes pour obtenir chaque etat. C’est cette propriCtC qui a permis de construire 
les fonctions gCnCratrices de la base de Gel’fand et des ClCments de la matrice de la 
reprksentation du groupe U(n). Et par un calcul de rCcurrence, nous construisons 
ces fonctions gknkratrices et  nous Ctablissons que ce sont les fonctions gCnCratrices 
de la base orthonomke de la reprksentation de U(n) .  

Nous consacrons les prkliminaires un rCsumC des rCsultats dont nous avons besoin 
dans ce travail. Dans 9: 2 nous construisons la fonction gCnCratrice de la base de 
Gel’fand et des ClCments de la matrice de la reprisentation de U(n). La partie 3 est 
consacrCe a dCmontrer que les fonctions que nous avons construites sont les fonctions 
gCnCratrices de la base orthonormke. L’appendice est rCservC a 1’exposC de la propriktk 
commune des fonctions gCnCratrices dont la mise en Cvidence a CtC le point de dCpart 
de ce travail. 

2. Base de Gel’fand et elements de la matrice de representation de U(n) 

2.1. La base de Gel’fand 

Dans $9: 2.1 et 2.2 nous prksentons les propriCtCs essentielles de la base (ou base de 
Gel’fand) et des ClCments de la matrice de la reprksentation des groupes unitaires. 

Les sous-espaces irrbductibles [hNn]  (c = 1 , .  . . , n )  de U ( n )  sont dCcrits par les 
vecteurs de base, ou base de Gel’fand (Louck 1970): 

ou 1 s p  -s v s n, ou encore 

h,, sont des entiers positifs qui satisfont les conditions suivantes: 

hij+lshij ahi+1,+1. 

Nous associons i chaque Ctat lhwU) un vecteur ou vecteur de poids qui a pour 
composantes (win, w Z n ,  . . . , U,,,,) avec 

Nous notons respectivement , les Ctats qui ont les poids maximal 

I [hIn \ 
et minimal. Le vecteur est le vecteur semi-maximal. Par la suite, nous 

Ccrirons [ h ]  au lieu de [hIn et ( h )  au lieu de ( h ) ,  pour Cviter d’alourdir la prisentation, 
Ctant entendu que nous rktablirons l’emploi des indices quand cela s’avkrera nCcessaire. 



Fonction ge'ne'ratrice de la base de Gel'fand 1837 

La dimension des sous-espaces irrkductibles [hFn] est donnCe par la formule de 
Weyl: 

avec Pi, = hi,, + n - i. 

ibles: 
Les reprksentations fondamentales du groupe U(n) sont les sous-espaces irrCduct- 

[1 ,0 , .  . . ,0 ] , [1 ,1 ,0 , .  . , ,O], . . . , [ l ,  1 , .  . . , 13. 

Les vecteurs de base de toutes ces reprksentations sont dCsignCs par Ixi) avec !' = 
1, . . . , 2 "  - 1. Nous notons h L,, les indices des vecteurs Ix i ) .  Nous pouvons considCrer 
formellement les vecteurs IhWV) de la base [hW,,] comme des polyn6mes homoghes en 
Ixi)  avec lhCIY) =NP(h,,,(lx)) oh N est une constante de normalisation (Gazeau et a1 
1978). 

2.2. Ele'ments de la matrice de la reprisentation de U ( n )  et 'polyndmes d bosons' 

2.2.1, Ele'ments de la matrice de la reprisentation de U ( n ) .  A chaque transformation 
unitaire U ( n )  = (uii) de C, on associe un opirateur Tun dCfini par: 

Les Clkments (::?)I Tun I :: i) = D \",l,,,h (U,, 1 sont les ClCments de la matrice de la 

reprksentation. Ces ClCments s'expriment a l'aide des variables (Louck 1970): 

Nous dCduisons de (6) que: 

Le calcul de xi(U,) s'effectue a l'aide de la paramktrisation de U ( n )  que nous avons 
proposCe (Hage Hassan 1979). Le calcul d'une partie de ces coefficients prCsente un 
grand intCrit pratique pour la construction des invariants de Weyl (Sharp et Lee 1971) 
et fera l'objet d'un travail ultCrieur. 

2.2.2. 'Polyn6mes U bosons'. Nous notons X ,  l'ensemble X = {x,(z )} = {Ai; l;(z 1; 1 4 

I < n }  oh A:; $(z) est le mineur de la matrice construite a partir de variables complexes 
z ,  = (2:) (i, j = 1 , .  . . , n )  par la sklection des lignes jl, j 2 , .  . . , j ,  et des colonnes 
i1, i 2 , .  . . , i. Les 'polyn6mes a bosons' sont des polyn6mes homogbnes en A(z)  et ne 
sont autres que les ClCments: 

. .  

(8) 
Dans le cas oh ( m )  est (max), l'expression (8) devient la base de Bargmann-Moshinsky 
(Louck 1970, Henrich 1975): 

~ [ h l  
( m ) , t h i  (2,) =Dtk'),(h) ( A ( z ) ) *  
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Aux Clkments de la matrice de la reprksentation 

nous faisons correspondre les deux fonctions 

qui s'kcrivent 

et 

et 

avec 

wi = hi, + n - j ,  w :  = h j n - l + n - j - l ,  

Les fonctions K n  et Rn s'expriment l'aide des klkments de la base de Bargmann- 
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Moshinsky sous la forme: 

Ces expressions, dCrivent simplement du dCveloppement de D\kl),(h) ( U,UL ) et de 
D:hm]),(h)(u,uL) en remplaqant respectivement U,, U L  et U ;  par z,, ZI, zk et en 
multipliant par des constantes de normalisation (Louck 1970). Dans les relations (1 1) 
et (13) nous pouvons Ccrire les expressions A::::::(z,z;) et A~~::::- l , (z ,zL) en fonction 
des variables A(z) et A(z‘) (voir Henrich 1975) et c’est pourquoi nous considCrons 
dans la suite de ce travail K ,  et R, comme des fonctions des nouvelles variables A(z) 
et A(z’). 

Enfin, une propriCtC importante de K, et R, se dCduit de (14) et (15) et s’exprime 
sous la forme: 

ou dp(z’ )  est la mesure de l’intdgration dans l’espace de Bargmann et Moshinsky et 
{A(u)} des variables quelconques. 

3. Fonction generatrice de la base et des elements de la representation des groupes 
unitaires 

Pour construire la fonction gCnCratrice de la base de la reprksentation du groupe 
U ( n ) ,  nous multiplions les Ctats Ih,,,) par n ( n  + 1)/2 paramktres notis pn(hev, (y, z ) )  
dont les puissances dCpendent de h,, puis nous faisons la sommation sur tous les 
indices. Dans ce qui suit, nous exposons la manibre de choisir les puissances. Le 
sous-espace de la reprksentation irrkductible [bun] est de dimension finie, de plus, 
nous pouvons ordonner les vecteurs de la base {Ih,,,)} (Louck 1970). Ainsi chaque 

vecteur de la base Ih l lY)  se dCduit du vecteur I ,fJx)) ou I (F“?) par l’application 

des opkrateurs d’kchelle RY ou LY (Nagel et Moshinsky 1965) comme suit: 

A = 2  u = l  

n A - 1  

= N ’  n n (RY)dL 
h = 2  ~ = l  

ou N et N ’  sont des constantes de normalisation. 
Nous pouvons donc ddterminer les vecteurs IhPY) si nous connaissons les distances 

[h  1 ou B I(:,,>. Ainsi si nous { d W A }  ou {dLA}  du vecteur IhLIY) au vecteur 

connaissons {dWh} ,  {dLA} et h,, nous pouvons dkterminer h,,, de plus, les conditions 
(2) sont vtrifites. Nous pouvons donc choisir les distances d,,, dLA et h,, comme 
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puissances des parambtres. Nous Ccrivons donc: 
n A - 1  

A = Z  + = l  
cP”(h+”, (Y, 2)) = n n [(Z::)du*(Y::)d:*l(Y::)hnn. 

Nous en dCduisons qu’$ chaque variable [ x i )  correspond un ClCment cp’, qui a les 
m2mes indices h 3” que / x l ) .  

Les polynames homogbnes p(huu)(lx)) ayant pour fonction gCnCratrice une exponen- 
tielle, la fonction gCnCratrice prend la forme suivante: 

Cette expression de la fonction gCnCratrice de la base de Gel’fand du groupe U ( n )  
donne, dans le cas oh n = 2 ,  la fonction gCnCratrice du groupe U(2) obtenue par 
Schwinger en 1965 et pour n = 3 elle permet d’Ccrire la fonction gCn6ratrice que nous 
avons obtenue (voir Hage Hassan 1979). Nous obtenons d’une manibre analogue, la 
fonction gCnCratrice des ClCments de la matrice de la reprksentation: 

IVn(Y,  y ’ ,  2, z ’ ) ) =  c ( O n ( h , v ,  z ) )Vn(ma@,  (Y’ ,  z’))Dth,,(h)(Un) 
hU” 
ma 0 

= e x p ( ~  q ; ( Y ’ ,  z’)Mijqi,(y, z ) ) ,  (19) 

avec m,, = h,, V n .  

a1 1978). 
(U,,) = ND;E,](h)(u,) ou N est une constante de normalisation (Gazeau et 

4. Construction de la fonction generatrice de la base de la representation du 
groupe U(n) par calcul de recurrence 

Nous allons construire la fonction gCnCratrice de la base de la reprksentation du 
groupe U ( n )  par un calcul de rCcurrence, pour cela nous utilisons les expressions 
(10)-(15) et (16) et nous prenons pour point de dCpart la fonction gCnCratrice de la 
base de la reprisentation du groupe U ( 2 )  (Schwingey 1965). 

4.1.  Fonction giniratrice de la base de la reprisentation du groupe U(2) 

La fonction gCnCratrice de la reprisentation r2($ j ) (A(z) )  de U ( 2 )  est donnCe par: 

=exp(Aly: +Azz;  +A12y:). ( 2 0 )  

Nous rappelons que cette fonction s’obtient aussi en utilisant la formule (18) dans le 
cas ou n = 2 .  

4.2. Fonction gkniratrice de la base de la reprksentation du groupe U(3) 

Pour dCterminer la fonction gCnCratrice de la base de la reprksentation de U(3), nous 
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devons partir de l’expression: 

R , ( A ( z ) ,  A(w))K,- i (A(w)A(z’ ) )  d p ( u )  = R , ( A ( z ) ,  A(z0 ) .  (21) 

I1 est important de remarquer que nous pouvons remplacer les variables A(z’ )  par 
d’autres variables sans que rien ne soit modifik dans l’expression de l’intkgrale (21). 
Ainsi nous effectuons le remplacement dans 

K2 = Nz[A1(2’)Al(w) + Az(f’)A2(w)]h12-h22A~;2(~’)A:~2(w),  

ou nous remplaGons respectivement A l ( f ’ )  par y:, A2(f ’ )  par z :  et A12(f‘) par 1, 
ainsi nous obtenons: 

K ;  = N ~ ( A ~ Y :  + A ~ ~ : ) ~ I ~ - ~ = A : ; ~ ( ~ )  

A la suite de ces remplacements et 2i I’aide de l’expression de l’intkgrale (21), nous 
pouvons dkterminer R i  qui s’kcrit alors: 

1 h 1 2 - h 2 3  h 1 3 - h 1 2 ~ h 2 2 - h 3 3  1 h 2 3 - h 2 2 ~ h 3 3  R ;  = N ; ( A i y :  + A 2 ~ 2 )  A3 12 (A13Y:+A2322) 123. 

En multipliant R;  par A3 11:=1 (2$)du3(y!)dL3 avec 

avec A3 =A2A3, B,, =N,, n;=l (hk , ,  - h k + l , , ) ! .  

La fonction generatrice de la base de la representation du groupe U(3) se deduit 
de l’expression de K i  en multipliant celle-ci par B;’ ( Y : ) ~ ”  et en faisant la sommation 
sur h,”. Nous obtenons: 

=exp[(A~y: +AZ.Z:)Y: +A3z: +(h13YZ 1 +Az~z: )z :  +Alzy:  + A I Z ~ Y : I .  (22) 

I1 est 2i remarquer que cette formule s’obtient en posant n = 3 dans I’expression (18). 

4.3. 

Pour determiner la fonction genkratrice de la base de la reprksentation de U(4) nous 
remplaGons dans I’expression (211, K3 par K; ,  ainsi nous obtenons Rk. Par un calcul 
analogue aux calculs prkckdents, nous deduisons Kk de R: en multipliant l’expression 
de Rk par A4 n”,=, ( ~ 4 ” ) ~ - * ( y 4 ” ) ~ ; *  et en  faisant la sommation sur h,, avec I/ <4 .  
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La fonction gCn6ratrice de la base de la reprisentation du groupe U(4) s’obtient 
et en faisant la sommation sur hcr4. en multipliant l’expression de KL par BT1 

Nous obtenons: 

Par la mEme mCthode, pour n = 5 ,  6, , . , , nous obtenons la fonction gCnCratrice de 
la base de la reprksentation de U(n), B savoir: 

avec A,, =An-lA“.  

(18). 

sans difficult6 de dkterminer r,,($,])(A(z)). 

Nous reconnaissons dans l’expression prCcCdente la fonction gCnCratrice Ccrite en 

Le dCveloppement du second terme et la comparaison avec le premier permet 

5. Conclusion 

Dans ce travail, les fonctions gCnCratrices des ClCments de la matrice de la reprksenta- 
tion et de la base de Gel’fand des groupes unitaires sont obtenues par deux mCthodes 
diffkrentes. La premibre qui ne fait intervenir pratiquement aucun calcul consiste B 
utiliser une propriCtC des fonctions gCnCratrices que nous avons pu mettre en Cvidence 
et l’approche infinithimale prCconisCe par Nagel et Moshinsky (1 965) dans le calcul 
des vecteurs de la base de Gel’fand. La deuxibme mCthode dont le point de dCpart 
est la fonction gCntratrice du groupe SU(2), est un calcul de rkcurrence fond6 sur la 
connaissance de l’ttat maximal et semimaximal. Cette mCthode est une mCthode 
globale qui ne fait pas intervenir les opkrateurs d’Cchelle. 

A partir des fonctions gCnCratrices que nous avons construites, nous obtenons par 
des dCveloppements simples de ces fonctions, des expressions explicites des ClCments 
de la matrice de la representation et de la base de Gel’fand des groupes unitaires 
U(n). Les ClCments de la matrice de la reprksentation des groupes U(n) prCsentent 
un .intCrEt considCrable de par leur connaissance explicite d’une part, du fait qu’ils 
permettent le calcul des coefficients de couplage des groupes unitaires et la dktermina- 
tion des ClCments de la matrice de la reprksentation des groupes symCtriques (Louck 
et Biedenharn 1973), d’autre part. 

A l’aide de la propriCtC des fonctions gCnCratrices que nous avons pu mettre en 
Cvidence et en tenant compte des rCsultats obtenus par l’extension de la mCthode 
infinitksimale prCconisCe par Nagel et Moshinsky (1965), dans le cas des groupes 
unitaires, aux groupes orthogonaux (Wong 1974, Pang et  Hecht 1967) et symplectiques 
(Mickelson 1972) et B d’autres groupes (Patera 1973,. Patera et a1 1974), nous 
envisageons de construire les fonctions gCnCratrices de la base de la reprksentation 
de ces diffCrents groupes et d’en dCduire explicitement les ClCments de ces bases. 
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La deuxikme mCthode globale que nous avons Ctablie, s’av8re prometteuse dans 
la mesure ou on peut, en vertu du thCoreme de Borel-Weil (1954) envisager de 
l’appliquer A 1’Ctude des groupes semi-simples et obtenir les fonctions gCnCratrices de 
ces groupes. 

Appendice 

A.1. 

Les fonctions gCnCratrices des polynames orthogonaux (Vilenkin 1965) P, (x) s’kcrivent 
sous la forme 

m 

f ( x ,  z )  = 1 aiz P i ( x ) .  
i =o 

Le polyname Pi(x) se dCduit du polyname Po(x)  par I’application de l’opkrateur 
d’Cchelle K :  comme suit: 

Pi(X) = (K1K1-l . . . K2,K+)Po(x). 

On en dkduit que la puissance du paramktre z est Cgale au nombre des opkrateurs K:.. 

A .2. 

La fonction gCnCratrice des harmoniques sphkriques (Schwinger 1965) est: 

2 2  a =(-zl  +z2, -i(.z; +z:), 22122), r = (x, y ,  2 ) .  

j - m reprksente le nombre des applications de J-  pour I’obtention de yjm A partir de 
yji.  j + m est le nombre des applications de J+ pour la dCduction de yim A partir de yj- i .  

A .3. 

La fonction gknkratrice de la reprksentation couplCe (Schwinger 1965) s’kcrit sous la 
forme: 

Dam ce cas les opCrateurs d’kchelle sont (J+,  J - ) ,  U+,$-) et K,. Ici aussi nous 
remarquerons que les puissances des parambtres sont Cgales au nombre des applica- 
tions de J+ ,  . . . , K,, nicessaire pour dCduire l jmpv) de l j j”0). 
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